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Uvod
“Matematika i glazba za mene su cjelozˇivotna strast.”
—David Wright
Sˇto povezuje matematiku i glazbu? Na prvi pogled tesˇko je uocˇiti povezanost glazbe
i matematike, a josˇ tezˇe primjenu jedne u drugoj. No, ulazec´i u bit jednog, odnosno
drugog podrucˇja njihova medusobna povezanost postaje sve jacˇa. Cˇesto je slucˇaj da
osoba koja voli matematiku gleda na glazbu s divljenjem, ali kao nesˇto izvan njezi-
nog dosega. U drugom slucˇaju osoba koja pronalazi svoju strast u glazbi cˇesto gleda
na matematiku s kombinacijom straha i zaziranja. Nastojanja svih ljudi koji vole i
jedno i drugo podrucˇje te istrazˇuju njihove veze svode se na to da razbiju granicu
izmedu matematike i glazbe te da otvore most izmedu njih. Mozˇemo rec´i da je ma-
tematika povezana sa svim podrucˇjima ljudske djelatnosti koje na bilo koji nacˇin
ukljucˇuju prostor i vrijeme. Ono sˇto glazbu isticˇe medu svim drugim umjetnostima,
i sˇto stvara njezinu neraskidivu vezu s matematikom je to sˇto je ona u svojoj biti
zasnovana na protoku vremena. Ta vremenska dimenzija glazbe povezuje glazbu s
dijelom matematike koji se bavi funkcijama. No, ono sˇto najviˇse povezuje matema-
tiku i glazbu je nastojanje da uhvate skrivenu strukturu i harmoniju u svjetovima
prozˇetim apstraktnim objektima. Traganje za harmonijom, simetrijom i redom u
naizgled kaoticˇnom svijetu u kojem postoje beskonacˇne moguc´nosti jest pravi smisao
i matematike i glazbe. Ni matematiku ni glazbu ne mozˇemo staviti u okvire ma ko-
liko se trudili, primjeri su to podrucˇja koji imaju intelektualne, duhovne i kreativne
temelje. Postoje brojne definicije i matematike i glazbe, no tesˇko je definirati i jedno
i drugo. Dok jedni smatraju glazbu kao neverbalan oblik komunikacije koji mozˇe
doprijeti do najdubljih cˇovjekovih emocija, drugi prije svega isticˇu kako je glazba
fenomen prirode, odnosno rezultat zakonitosti fizike i matematike, a da su ljudi samo
otkrili i prepoznali kako manipulirati njome. Matematika je, s druge strane, proizasˇla
iz razlicˇitih izazova i problema s kojima su se ljudi suocˇavali kroz povijest. No, i za
glazbu i za matematiku c´e mnogi rec´i da predstavljaju univerzalni jezik koji ne poz-
naje granice i koji pomazˇe cˇovjecˇanstvu da se povezˇe, bolje razumije i razvija iz dana
u dan.
1
Poglavlje 1
Motivacija i osnovni pojmovi
1.1 Glazba kao pomoc´ pri ucˇenju matematike
Ucˇenje mozˇe biti tesˇko za neke ucˇenike. Mnoga istrazˇivanja pokazala su da glazba
mozˇe pomoc´i ucˇenicima pripremiti se za nastavne jedinice dajuc´i im energiju i poticˇuc´i
pamc´enje i rad mozga. Ukljucˇivanje glazbe u matematiku mozˇe promijeniti dinamiku
matematike cˇinec´i je ugodnijim iskustvom za svakoga. Matematika mozˇe biti tesˇka
tema za neke ucˇenike, dok neki ucˇenici jednostavno kliknu s matematikom, drugi
trebaju dodatnu pomoc´.
Ucˇenje matematike pomoc´u glazbe
Kako se glazbeni ritam temelji na matematici, tocˇnije razlomcima, u tom podrucˇju
lako mozˇemo povezati ucˇenje matematike s glazbom. Ucˇenici se prvi put susrec´u s
razlomcima u petom razredu osnovne sˇkole te je upravo glazba jedan od najefikasnijih
i najzanimljivijih nacˇina ucˇenja razlomaka, decimalnih brojeva i postotaka. Znanje
o osnovama glazbenog ritma mozˇe se primijeniti u raznim matematicˇkim zadacima
kao npr. u sljedec´a cˇetiri primjera:
1. Ucˇenicima zadajemo notno crtovlje s nekoliko taktova, a oni ga trebaju popuniti
notama po izboru koje zadovoljavaju zadanu mjeru:
Slika 1.1:
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Na slici 1.1 je primjer zadatka u kojem ucˇenici popunjavaju notno crtovlje no-
tama razlicˇitim po trajanju uz zadanu mjeru. Zbroj ”nota”, odnosno razlomaka
mora biti 1.
2. Ucˇenicima zadajemo tablicu koju moraju popuniti na nacˇin da za svaku notu
napiˇsu pripadni razlomak, decimalni broj i postotak:
Slika 1.2:
3. Sljedec´i zadatak realiziramo kroz grupni rad. Razred podijelimo u cˇetiri grupe i
svaka grupa dobije jednu vrstu udaracˇkog instrumenta (olovka, lupanje rukama,
nogama). Jedna grupa kuca samo polovinke, druga cˇetvrtinke, trec´a osminke, a
cˇetvrta sˇesnaestinke. Kada nastavnik da znak grupe bi mijenjale ritam. Ovom
vjezˇbom ucˇenici bi razvili osjec´aj za ritam i za velicˇinu razlomka.
4. Jedan od zadataka mozˇe biti i krug (kruzˇni dijagram), koji predstavlja jednu
cijelu notu. Razlicˇite velicˇine kruzˇnih isjecˇaka predstavljaju razlicˇite note. Za-
datak ucˇenika je da popune kruzˇni dijagram kako god zˇele koristec´i dane kruzˇne
isjecˇke kao na sljedec´oj slici:
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Slika 1.3:
1.2 Neki osnovni pojmovi iz matematike
Skupovi i brojevi
Pretpostavka je da poznajemo osnovne pojmove teorije skupova, kao sˇto su pojmovi
element skupa, podskup skupa, unija i presjek skupova, te funkcija s jednog skupa na
drugi. Slijedec´i standardnu notaciju, oznacˇit c´emo s R skup realnih brojeva, Q skup
racionalnih brojeva i Z skup cijelih brojeva. Na tim skupovima imamo definiranu
relaciju uredaja ≤ prema kojoj za svaka dva (realna) broja x i y vrijedi tocˇno jedna
od tvrdnji: x < y, x > y, x = y. Ako su a, b, c ∈ R i vrijedi a < b i c > 0, tada slijedi
ac < bc.
Relacija ekvivalencije
Neka su A i B neprazni skupovi. Skup svih uredenih parova (a, b) gdje je a ∈ A i
b ∈ B naziva se Kartezijev produkt skupova A i B. Oznacˇava se s A×B. Dakle,
A×B = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}.
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Definicija 1.2.1. Neka su A i B neprazni skupovi. Podskup ρ Kartezijevog produkta
A×B zovemo relacija. Kazˇemo da je element a ∈ A u relaciji ρ s elementom b ∈ B,
u oznaci a ρ b, ako je (a, b) ∈ ρ.
Binarna relacija na skupu A je svaki podskup od A2 = A× A.
Definicija 1.2.2. Neka je ∼ binarna relacija na nepraznom skupu A. Kazˇemo da je
∼ relacija ekvivalencije ako vrijede sljedec´a svojstva:
1. refleksivnost: (∀x ∈ X)(x ∼ x);
2. simetricˇnost: (∀x, y ∈ X)(x ∼ y ⇒ y ∼ x);
3. tranzitivnost: (∀x, y, z ∈ X)((x ∼ y ∧ y ∼ z)⇒ x ∼ z).
Relacija uredaja ≤ na skupu realnih brojeva je relacija ekvivalencije.
Intervali
Definicija 1.2.3. Otvoreni interval realnih brojeva 〈a, b〉, odreden s dva realna broja
a, b, a < b, je skup svih x ∈ R za koje vrijedi a < x < b, tj.
〈a, b〉 = {x ∈ R| a < x < b}.
Definicija 1.2.4. Zatvoreni interval ili segment realnih brojeva [a, b], odreden s dva
realna broja a, b, a ≤ b, je skup svih x ∈ R za koje vrijedi a ≤ x ≤ b, tj.
[a, b] = {x ∈ R| a ≤ x ≤ b}.
Pored otvorenih i zatvorenih intervala definiraju se i poluotvoreni intervali:
[a, b〉 = {x ∈ R| a ≤ x < b}, 〈a, b] = {x ∈ R| a < x ≤ b}.
Za a ∈ R skupovi svih realnih brojeva x vec´ih, vec´ih ili jednakih, manjih, odnosno
manjih ili jednakih od a nazivaju se beskonacˇni intervali :
〈a,∞〉 = {x ∈ R|x > a}, [a,∞〉 = {x ∈ R|x ≥ a},
〈−∞, a〉 = {x ∈ R|x < a}, 〈−∞, a] = {x ∈ R|x ≤ a}.
Za beskonacˇne intervale 〈0,∞〉 i 〈−∞, 0〉 cˇesto koristimo oznake R+ i R−.
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Funkcije i grafovi
Definicija 1.2.5. Neka su A i B neprazni skupovi i f pravilo po kojem se svakom
elementu skupa A pridruzˇuje jedan element skupa B. Uredena trojka (A,B, f) naziva
se preslikavanje ili funkcija skupa A u skup B. Piˇsemo f : A→ B.
Skup A naziva se podrucˇje definicije ili domena, skup B podrucˇje vrijednosti ili
kodomena, a f pravilo ili zakon preslikavanja.
Skup
S(f) = {f(x)|a ∈ A} ⊆ B
naziva se slika funkcije.
Funkciju cˇija je domena N ili N0 = N ∪ {0} nazivamo niz. Na primjer, a : N→ R
je realan niz kojeg standardno oznacˇavano s (an) pri cˇemu je an = a(n). U radu
c´emo u odsjecˇku 3.3 spomenuti Fibonaccijev niz, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,..., najpoznatiji
rekurzivno zadani niz koji se pojavljuje u prirodi, arhitekturi, glazbi itd.
Definicija 1.2.6. Graf funkcije f : A→ B, u oznaci Γf , je skup svih uredenih parova
(x, f(x)), x ∈ A, odnosno Γf = {(x, f(x))|x ∈ A} ⊆ A×B.
Mi c´emo se ogranicˇiti na realne funkcije realne varijable, odnosno f : R → R.
Kada je funkcija zadana propisom, a domena joj je R, onda cˇesto piˇsemo samo y =
f(x), gdje je x nezavisna varijabla, a y zavisna varijabla. Kada nezavisna varijabla
parametrizira vrijeme, onda cˇesto piˇsemo y = f(t). Graf funkcije y = mt+ b, gdje su
m, b ∈ R, pravac koji ima nagib ili koeficijent smjera m i odsjecˇak b na osi y. Graf
funkcije y = x2 je parabola s tjemenom u ishodiˇstu.
Slika 1.4: Grafovi funkcija y = mt+ b i y = x2
Dvije funkcije koje su posebno relevantne za glazbu su trigonometrijske funkcije
y = sinx i y = cosx.
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Slika 1.5: Grafovi funkcija y = sinx i y = cosx
Transformacije grafova
Vrlo je korisno znati skicirati graf funkcije koja je nastala transformacijama grafova
osnovnih elementarnih funkcija. Neka je c ∈ R, c 6= 0:
1. Vertikalni pomak : Graf funkcije (f + c)(x) = f(x) + c dobiva se pomicanjem
grafa funkcije y = f(x) prema gore za c ako je c > 0, odnosno prema dolje za
|c| ako je c < 0.
2. Horizontalni pomak : Graf funkcije g(x) = f(x− c) dobiva se pomicanjem grafa
funkcije y = f(x) udesno za c ako je c > 0, odnosno ulijevo za |c| ako je c < 0.
3. Zrcaljenje: Graf funkcije (−f)(x) = −f(x) dobiva se zrcaljenjem s obzirom na
x-os grafa funkcije y = f(x). Graf funkcije g(x) = f(−x) dobiva se zrcaljenjem
s obzirom na y-os grafa funkcije y = f(x).
4. Vertikalno rastezanje/stezanje: Ako je c > 1, graf funkcije (cf)(x) = c · f(x)
dobiva se rastezanjem grafa funkcije y = f(x) vertikalno c puta. Ako je 0 < c <
1, onda se graf stezˇe (kontrahira). U slucˇaju c < 0 imamo i dodatno zrcaljenje
u odnosu na x-os.
5. Horizontalno rastezanje/stezanje: Ako je 0 > c > 1, g(x) = f(x/c) dobiva se
rastezanjem grafa y = f(x) vodoravno, odnosno u u smjeru x-osi. Ako je c > 1,
graf se suzˇava vertikalno. U slucˇaju c < 0 imamo i dodatno zrcaljenje grafa u
odnosu na y-os.
U nastavku su grafovi koji ilustriraju neke od tih transformacija za funkciju y = x2:
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Slika 1.6: Transformacije grafa funkcije y = x2
Slika 1.7: Transformacije grafa funkcije y = x2
1.3 Neki osnovni pojmovi iz elementarne teorije
brojeva
Pojam djeljivosti
Definicija 1.3.1. Neka su a 6= 0 i b cijeli brojevi. Kazˇemo da je b djeljiv s a, odnosno
da a dijeli b, ako postoji cijeli broj x takav da je b = ax. To zapisujemo kao a|b. Ako
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b nije djeljiv sa a, onda piˇsemo a - b.
Teorem 1.3.1 (Teorem o dijeljenju s ostatkom). Za proizvoljan prirodan broj a i
cijeli broj b postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je b = qa+ r, 0 ≤ r < a.
Dokaz. Promotrimo skup {b− am : m ∈ Z}. Najmanji nenegativni cˇlan ovog skupa
oznacˇimo sa r. Tada je po definiciji 0 ≤ r < a i postoji q ∈ Z takav da je b−qa = r, tj.
b = qa+ r. Da bi dokazali jedinstvenost od q i r, pretpostavimo da postoji josˇ jedan
par q1, r1 koji zadovoljava iste uvjete. Pokazˇimo najprije da je r1 = r. Pretpostavimo
da je npr. r < r1. Tada je 0 < r1−r < a, dok je s druge strane r1−r = a(q−q1) ≥ a.
Prema tome je r1 = r, pa je stoga i q1 = q.
Uzastopnom primjenom Teorema o dijeljenju s ostatkom dobivamo jedan od naj-
poznatijih matematicˇkih algoritama, Euklidov algoritam. Njega c´emo prikazati u
odsjecˇku 2.4.
Kongruencije
Definicija 1.1. Neka su a, b,m ∈ Z. Kazˇemo da je a kongruentan b modulo m, a ≡ b
(mod m), ako m dijeli razliku a − b. U protivnom, kazˇemo da a nije kongruentan b
modulo m i piˇsemo a 6≡ b (mod m).
Uocˇimo da biti kongruentan modulo m predstavlja binarnu relaciju na skupu Z.
Nadalje, ako a kongruentan b modulo m, onda postoji k ∈ Z za koji je a = b +
mk. Koristec´i taj prikaz kongruentnih brojeva lako mozˇemo dokazati neka osnovna
svojstva kongruencija koja navodimo u sljedec´im propozicijama.
Propozicija 1.2. Neka su a, b,m ∈ Z. Vrijedi da je a ≡ b (mod m) ako i samo ako
a i b daju iste ostatke pri dijeljenju s m.
Propozicija 1.3. Relacija biti kongruentan modulo m je relacija ekvivalencije na
skupu Z.
Posljedica prethodne propozicije jest da se skup Z raspada na klase. Ako relaciju
biti kongruentan modulo m oznacˇimo s ∼, onda klasu ekvivalencije oznacˇavamo s
[n] = {k ∈ Z | k ∼ n}.
U nasˇem slucˇaju postoji tocˇno m klasa ekvivalencije s obzirom na relaciju biti kongru-
entan modulo m. Skup svih klasa ekvivalencije naziva se kvocijentni skup i oznacˇava
s Z/∼ ili Z/mZ. Dakle,
Z/∼ = {[0], [1], [2], . . . , [m− 1]}.
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Sˇtoviˇse, buduc´i da skup Z ima strukturu prstena, uz standarno zbrajanje i mnozˇenje,
ima je i kvocijentni skup Z/∼. Naime, zbrajanje i mnozˇenje klasa se definira prirodno
kao
[a] + [b] = [a+ b], [a] · [b] = [a · b].
Na drugi nacˇin, strukturu mozˇemo uvesti i na skup potpunih ostataka modulo m,
tj. na skup
Zm = {0, 1, 2, . . . ,m− 1}.
Definiramo binarne operacije zbrajanja i mnozˇenja modulo m
+m : Zm → Zm, ·m : Zm → Zm
na sljedec´i nacˇin: za a, b ∈ Zm definiramo a +m b kao ostatak pri dijeljenju a + b
brojem m, te analogno a ·m b je ostatak pri dijeljenju a · b brojem m. Pokazat c´emo
da je (Zm,+m, ·m) prsten, odnosno polje ako i samo ako je m prost broj. Operacije
zbrajanja i mnozˇenja modulo m nazivamo josˇ modularnom aritmetikom.
Definicija 1.3.2. Neka je G neprazan skup i · preslikavanje s domenom G × G.
Uredeni par (G, ·) je grupa ako vrijede sljedec´a svojstva:
(i) (zatvorenost) xy ∈ G za sve x, y ∈ G,
(ii) (asocijativnost) (xy)z = x(yz) za sve x, y, z ∈ G,
(iii) (neutralni element) Postoji e ∈ G takav da je ex = xe = x za sve x ∈ G,
(iv) (inverzni element) Za svaki x ∈ G postoji y ∈ G takav da je xy = yx = e.
Ako vrijedi i svojstvo
(v) xy = yx za sve x, y ∈ G,
onda je (G, ·) komutativna ili Abelova grupa.
Definicija 1.3.3. Neka je R neprazan skup na kojem su definirane dvije binarne
operacije + i ·. Kazˇemo da je uredena trojka (R,+, ·) prsten ako vrijedi
(i) (R,+) je Abelova grupa,
(ii) (R, ·) je polugrupa (to jest operacija · je asocijativna),
(iii) svojstvo distributivnosti operacije · obzirom na operaciju +:
x(y + z) = xy + xz, (x+ y)z = xz + yz,
za sve x, y, z ∈ R
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Neutralni element grupe (R,+) naziva se nula i oznacˇava s 0. Ukoliko postoji ne-
utralni element strukture (R, ·) onda se on naziva jedinica i oznacˇava s 1, a (R,+, ·)
se tada naziva prsten s jedinicom. Ukoliko je operacija · komutativna, onda govorimo
o komutativnom prstenu.
Definicija 1.3.4. Komutativni prsten s jedinicom (R,+, ·) u kojem je svaki element
x ∈ R\{0} invertibilan naziva se polje.
Propozicija 1.4. Neka je m ∈ N i m > 1. Skup Zm ima strukturu Abelove grupe s
obzirom na zbrajanje modulo m
Dokaz. Ispitujemo svojstva grupe iz Definicije 1.3.2.
(i) Zatvorenost vrijedi prema definiciji.
(v) Operacija +m je ocˇito komutativna.
(ii) Svojstvo asocijativnosti nije sasvim jednostavno za pokazati. Neka je
(x+my) +mz = r +mz = s,
gdje je
x+ y = km+ r, (1.1)
r + z = lm+ s, (1.2)
za k, l ∈ Z i r, s ∈ Zm. Nadalje, neka je y +mz = t, to jest
y + z = pm+ t, (1.3)
za p ∈ Z i t ∈ Zm. Ako zbrojimo jednakosti (1.1), (1.2) i (1.3) pomnozˇenu s −1
dobit c´emo
x+ t = (k + l − p)m+ s,
odnosno x+mt = s pa je
x+m(y +mz) = x+mt = s,
sˇto je i trebalo pokazati.
(iii) Broj 0 je neutralni element.
(iv) Suprotni element (inverz) od x ∈ Zm\{0} je m − x, a element 0 je sam sebi
inverz.
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Abelova grupa (Zm,+m) naziva se grupa ostataka modulo m.
Propozicija 1.5. Neka je m ∈ N i m > 1. Skup Zm ima strukturu komutativne
polugrupe s jedinicom s obzirom na zbrajanje modulo m.
Dokaz. Svojstva zatvorenosti i komutativnosti su ocˇita. Asocijativnost se pokazuje
slicˇno kao u dokazu Propozicije (1.4).
Korolar 1.6. (Zm,+m, ·m) je komutativan prsten s jedinicom.
Linearna kongruencija ax ≡ b (mod m) ima rjesˇenja ako i samo ako najvec´i za-
jednicˇki djelitelj brojeva a i m, gcd(a,m), dijeli b. U tom slucˇaju kongruencija ima
tocˇno d = gcd(a,m) rjesˇenja u skupu Zm. Specijalno, ako je gcd(a,m) = 1, onda je
rjesˇenje kongruencije ax ≡ b (mod m) u Zm jedinstveno. Dakle, ako pretpostavimo
da je gcd(a,m) = 1 onda postoji jedinstveni a′ ∈ Zm takav da je aa′ ≡ 1 (mod m),
odnosno drugacˇije pisano a ·m a′ = 1, tj. a′ je multiplikativni inverz od a. Skup svih
invertibilnih elemenata u polugrupi s jedinicom (monoidu) cˇini grupu. Stoga je grupa
invertibilnih elemenata u (Zm, ·m), u oznaci Z∗m, jednaka skupu svih elemenata iz Zm
koji su relativno prosti s m,
Z∗m = {a ∈ Zm | gcd(a,m) = 1}.
Ocˇito je Z∗p = {1, . . . , p− 1} = Zp\{0} za p prost i stoga vrijedi sljedec´a tvrdnja.
Propozicija 1.7. (Zm,+m, ·m) je polje ako i samo ako je m prost broj.
Napomenimo da je grupa Zm ciklicˇka. Grupa je ciklicˇka ako se svi elementi mogu
generirati uzastopnom primjenom binarne operacije, koja odreduje tu grupu, te uzi-
manjem inverza na samo jedan element te grupe. Taj se element naziva generatorom
grupe. Generatori grupe Zm su svi elementi a ∈ Zm koji su relativno prosti s m.
Dakle, ako je a ∈ Zm, gcd(a,m) = 1, tada je
Zm = {n ·m a |n ∈ Zm}.
Primjer 1.8. Generatori grupe Z12 su 1, 5, 7 i 11. Ako je a = 5 dobivamo:
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
n ·m a 0 5 10 3 8 1 6 11 4 9 2 7
Za a = 2 dobiva se
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
n ·m a 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
pa je podgrupa generirana s 2 jednaka {0, 2, 4, 6, 8, 10}.
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1.4 Osnovni pojmovi iz glazbe
Tonovi
Glazbeni ton je rezultat pravilne vibracije koja se prenosi kroz zrak kao zvucˇni val.
On je izrazˇajno sredstvo glazbene umjetnosti koji nastaje pravilnim titranjem nekog
elasticˇnog tijela (zˇice, jezika,...). Osobine tona jesu: trajanje, visina, jacˇina i boja.
Visina tona je frekvencija vibracije. Frekvencija se obicˇno izrazˇava u ciklusima po
sekundi, odnosno mjernom jedinicom herc (ime po njemacˇkom fizicˇaru Heinrichu
Hertzu (1857-1894)), oznaka Hz. Osnova na kojoj se temelje svi pristupi ucˇenju glazbe
je poznavanje i razumijevanje glazbene teorije, odnosno notnog pisma i glazbenih
zakonitosti. Note su graficˇki simboli tonova. Njima se predocˇava visina tona i svojim
oblikom prikazuju odnose medusobnih trajanja. Notno crtovlje sluzˇi za oznacˇavanje
nota i glazbenih znakova. Sastoji se od pet crta i cˇetiri praznine, (koje brojimo
odozdo prema gore).
U glazbi postoji mnogo tonova koji se nalaze na razlicˇitim visinama i njihove
pozicije se razlikuju od instrumenta do instrumenta. Da bi se tocˇno odredilo mjesto
tona, njegovo ime i visina, koriste se kljucˇevi, bas (F) i violinski (G) kljucˇ. Violinski
kljucˇ piˇse se od druge crte i oznacˇava poziciju note G. F-kljucˇ ili bas kljucˇ piˇse se od
cˇetvrte crte i oznacˇava poziciju note F.
Slika 1.8: Prikaz tona C u violinskom i bas kljucˇu
Na primjer frekvencija standarnog tona A iz “srednje” oktave, odnosno prve ok-
tave se obicˇno definira kao 440 Hz, to jest 440 perioda u sekundi. Poznata je kao
koncertni ton, na koji se orkestar ugada, a u violinskom kljucˇu nalazi se u drugoj
praznini.
Slika 1.9: Ton A u notnom crtovlju
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Note
Raspon od pocˇetne frekvencije nekog tona do dvostruke pocˇetne frekvencije naziva se
oktava. Zanimljivo je da ti tonovi cˇiji je frekvencijski odnos 1 : 2, zvucˇe ljudskom uhu
“isto”. Pod tim mislimo da na primjer frekvenciju 880 Hz cˇujemo kao 440 Hz samo
u viˇsem registru. Oktava se dijeli na dvanaest dijelova. Tih 12 tonova imenuju se sa
7 razlicˇitih slova: C, D, E, F, G, A, H i 5 onih kojima se dodaje sufiks is. Konkretno
taj notni slijed izmedu dvije oktave (bez zadnje note) glasi:
C, Cis, D, Dis, E, F, Fis, G, Gis, A, Ais, H.
Napominjemo da je u literaturi engleskog govornog podrucˇja nota H obicˇno oznacˇena
s B dok c´e kod nas nota B odgovarati noti Ais (tzv. poviˇsena nota A ili snizˇena nota
H).
Slika 1.10: Note na klavijaturi
Note je za pocˇetak najbolje vizualno predocˇiti na klavijaturi kao na slici 1.4.
Vidimo da bijele tipke odgovaraju notama C, D, E, F, G, A, H, a crne “notama sa
sufiksom” Cis, Dis, Fis, Gis, Ais.
Slika 1.11: Sve oktave na klavijaturi
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Oktave imenujemo prema visini i to su praduboka, duboka, velika, mala, prva,
druga, trec´a, cˇetvrta i peta oktava. Standardna klavijatura obuhvac´a 7 punih, dvije
note praduboke i jednu notu pete oktave. Oznake za note s obzirom na oktavu
kojoj pripadaju mogu se vidjeti na slici 1.4 kao i njihov polozˇaj u crtovlju. U dijelu
literature oznake za prve tonove u svakoj od 9 oktava su : C0, C1, C2, . . . , C8. Mi
c´emo rabiti obje vrste oznaka.
Glazbeni intervali
Glazbeni interval je razmak izmedu dva tona, odnosno dvije note i to se razlikuje
od pojma intervala u matematici. Intervale c´emo karakterizirati prema tzv. velicˇini
intervala, tj. prema udaljenosti izmedu dvije note. Klavir je ugoden po principu tzv.
temperirane ljestvice oktava, sˇto znacˇi da je interval izmedu bilo koje dvije susjedne
tipke (bijele ili crne) jednak, odnosno da su sve frekvencije susjednih tonova u istom
omjeru. Taj se interval naziva poluton ili polustepen. Vec´ smo spomenuli da se
frekvencija nekog tona i tona za oktavu viˇseg odnose kao 1 : 2. Dakle, ako pocˇetni
ton ima frekvenciju f0, ton oktavu viˇse ima frekvenciju f12 = 2f0. Izracˇunajmo koliki
je odnos frekvencija izmedu dva polutona, fi : fi−1 = x. Frekvencije nota iz jedne
oktave su f0, f1 = f0x, f2 = f0x
2, . . . , f11 = f0x
11, dakle cˇine geometrijski niz, te za
frekvenciju prve note sljedec´e oktave vrijedi
f0x
12 = 2f0.
Stoga je
lnx =
ln 2
12
,
odnosno
x = e
ln 2
12 ≈ 1.059463094359.
Dakle, svaki susjedni poluton ima frekvenciju priblizˇno 5.95% viˇsu od prethodnog
tona.
Prvi i najmanji interval je ponovljeni (isti) ton i naziva se prima. Interval koji se
sastoji od jednog polutona naziva se mala sekunda, a onaj od dva polutona naziva se
velika sekunda. Svi ostali intervali mogu se nac´i u tablici 1.2. Osnovna podjela inter-
vala je na cˇiste (prima, kvarta, kvinta, oktava) i velike/male (sekunda, terca, seksta,
septima). Napomenimo da svi intervali mogu biti povec´ani i smanjeni (s iznimkom
prime koja ne mozˇe biti smanjena) ali nam vec´ina takvih nije interesantna jer npr.
povec´ana sekunda zvucˇi kao mala terca jer se oba intervala sastoje od 3 polustepena,
a razlikuju se samo u notnom zapisu. (Interval Ces-Dis zvao bi se povec´ana sekunda,
a Ces-Es mala terca).
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naziv oznaka broj polutonova
(velicˇina intervala)
(cˇista) prima cˇ1 0
mala sekunda m2 1
velika sekunda v2 2
mala terca m3 3
velika terca v3 4
(cˇista) kvarta cˇ4 5
povec´ana kvarta p4 6
(snizˇena kvinta s5 6)
(cˇista) kvinta cˇ5 7
mala seksta m6 8
velika seksta v6 9
mala septima m7 10
velika septima v7 11
(cˇista) oktava cˇ8 12
Tablica 1.1: Glavni intervali
Intervali se precizno mjere u jedinicama koji se nazivaju centili. Cent je stoti dio
polutona i oznacˇava se sa s. Dakle,
s100 = x,
odnosno
s1200 = x12 = 2,
pa je s = 1200
√
2 ≈ 1.00058. Stoga u logaritamskoj skali izrazˇenoj u centilama intervali
imaju vrijednosti:
interval cˇ1 m2 v2 m3 v3 cˇ4 p4 cˇ5 m6 v6 m7 v7 cˇ8
cent 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200
Tablica 1.2: Glavni intervali u centilama
Klasicˇna harmonija dijeli intervale na konsonantne (svi cˇisti, m3, v3, m6, v6) i
disonantne (m2, v2, p4/s5, m7,v7). Konsonantni intervali zvucˇe ugodno, dok diso-
nantni zvucˇe nedorecˇeno i trazˇe “rjesˇenje” (tj. pomak za poluton prema gore ili dole
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od posljednjeg tona u intervalu). Danas se viˇse gube takve podjele koje intervale
svrstavaju u ugodne ili neugodne jer suvremena glazba obiluje disonantnim interva-
lima, a ipak ima veliku slusˇateljsku publiku (Stravinski, Sweeney). Nadalje, takve
podjele vezane su najviˇse uz europsku glazbu i kulturolosˇke su prirode. Zanimljivo je
da indijska glazba sadrzˇi ”mikrotonove”, intervale manje od polutona, i europljanima
zvucˇi neuobicˇajeno i strano.
Napomenimo da se intervali koji imaju razmak vec´i od oktave zovu slozˇeni in-
tervali. Oni se tvore kao spajanje oktave i jednog osnovnog intervala. Tako ako na
oktavu nadodamo sekundu dobivamo tzv. nonu - razmak od 9 tonova.
Predznaci
Note se mogu mijenjati koriˇstenjem povisilica (]) i snizilica ([). Povisilica postavljena
neposredno prije note uz glavu note podizˇe visinu tona za poluton, a snizilica spusˇta
visinu tona za poluton, dok razrjesˇilica (\) poniˇstava ucˇinak povisilice ili snizilice.
Glazbeni zapis takoder ponekad koristi dvostruku povisilicu (]]) ili dvostruku snizilicu
([[) koji mijenjaju visinu tona za dva polutona. Klasu takvih izmijenjenih nota
oznacˇavamo pisanjem povisilice ili snizilice u eksponentu, kao D] ili A[. Ove oznake
koje koristimo za promjenu visine tonova nazivaju se predznaci. Poviˇsene note imaju
sufiks is, a snizˇene s ili es pri cˇemu snizˇenu notu H cˇitamo B. Napominjemo da je
F ] ista klasa nota kao G[ i da je C[5 ista nota kao i H4. Kada dvije note imaju istu
visinu tona na ovaj nacˇin, kazˇemo da su enharmonijski ekvivalentne.
Ljestvice
Ljestvica je uzlazni ili silazni niz tonova u kojem su tonovi poredani po odredenim
glazbenim pravilima koji karakteriziraju pojedinu vrstu ljestvice. Dobivaju nazive po
prvom tonu ljestvice, vrsti intervala od kojih su gradene (dijatonska, kromatska) te
postoje posebni nazivi (istarska, pentatonska, balkanska). Koriste se za melodijsku
i harmonijsku gradu u glazbi. Najzastupljenije su dur-ljestvica i mol-ljestvica. One
pripadaju dijatonskim ljestvicama jer su po poretku tonova gradene od polutonova
i cijelih tonova. Imena dur-ljestvica piˇsu se velikim, a imena mol-ljestvica malim
slovima.
Dijatonska dur-ljestvica
Dur-ljestvica je niz od osam uzastopnih tonova poredanih u razmacima od sekunde
zakljucˇno s oktavom.
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Slika 1.12: C-dur ljsetvica
U svakoj dur-ljestvici razmjesˇtaj polutonova i cijelih tonova mora biti poredan
istim redoslijedom. Najmanji razmak ili poluton uvijek se nalazi izmedu trec´eg i
cˇetvrtog i izmedu sedmog i osmog tona. Ostali razmaci su uglavnom cijeli tonovi.
Stupnjevi ljestvice
Svaki ton u ljestvici ima svoj polozˇaj i ulogu. Stupanj je naziv za polozˇaj tona u
ljestvici, a oznacˇavamo ga rimskim brojem.
Slika 1.13: Stupnjevi C-dur ljestvice
Svaka ljestvica ima tri glavna stupnja koji su vrlo vazˇni za harmonizaciju melo-
dije, a to su: tonika (I), subdominanta (IV) i dominanta (V).
Dijatonske mol-ljestvice
Mol-ljestvica je takoder niz od osam uzastopnih tonova, ali drugacˇijeg rasporeda
polutonova i cijelih tonova. Postoje tri vrste mol-ljestvice: prirodna, harmonijska,
melodijska. Svaka mol-ljestvica ima iste predznake kao i njena paralelna dur-ljestvica
zato sˇto na sˇestom stupnju svake dur-ljestvice gradimo mol-ljestvicu.
Slika 1.14: a-mol prirodni
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U svakoj prirodnoj mol-ljestvici polutonovi se nalaze izmedu drugog i trec´eg i
izmedu petog i sˇestog stupnja. Harmonijska ljestvica je karakteristicˇna po poviˇsenom
VII. stupnju
Slika 1.15: A-mol harmonijski
Polustepeni se nalaze na tri mjesta, a glavni stupnjevi su kao i u dur-ljestvici.
Melodijska ljestvica je karakteristicˇna po poviˇsenom VI. i VII. stupnju kad je uzlazna,
a silazno je ista kao i prirodna.
Slika 1.16: A-mol melodijski
Poglavlje 2
Horizontalna struktura
Pod pojmom horizontalne strukture u glazbi mislimo na trajanje pojedinih nota, od-
nosno ritam s kojim c´emo se najviˇse baviti u ovom poglavlju. Kao vezu s teorijom
brojeva isticˇemo tzv. euklidske ritmove koji se mogu generirati pomoc´u Euklidovog
algoritma za odredivanje najvec´eg zajednicˇkog djelitelja. Melodija se isto mozˇe ana-
lizirati horizontalno, no i vertikalno ako razmake medu notama, odnosno intervale
shvatimo kao diskretne vertikalne pomake.
2.1 Trajanje nota
Razlike u trajanju nota ocˇituju se po obliku kojim su note napisane. Razlikujemo
ih po nazivima i razlicˇitim trajanjima. U zapadnoj glazbi nazivi nota temelje se na
cijeloj noti, koja ima trajanje u otkucajima (cˇesto cˇetiri otkucaja) definirano zadanom
mjerom. Note za koje vrijedi da je omjer njihova trajanja i trajanja cijele note jednak
1
2n
, gdje je n nenegativni cijeli broj, imenuju se prema tom omjeru. Dakle, ako cijela
nota ima odredeno trajanje u otkucajima, polovina note ima pola tog trajanja i naziva
se polovinka, cˇetvrtina note ima jednu cˇetvrtinu tog trajanja i naziva se cˇetvrtinka,
itd. U situaciji u kojoj cijela nota traje cˇetiri otkucaja, polovinka traje pola od tih
cˇetiri otkucaja, odnosno dva otkucaja, a sˇezdesetcˇetvrtinka traje 1
16
otkucaja.
U glazbi se trajanja ne mjere prema nama poznatim jedinicama za mjerenje
vremena (sekundama, minutama...), vec´ su trajanja tonova relativna i odredena
meduodnosima u grupi tonova odredene skladbe. Koristit c´emo (nestandardni) ter-
min
”
nota koja traje“ koji c´e nam oznacˇavati notu koja se razlikuje po svojem tra-
janju, kao sˇto je polovinka ili cˇetvrtinka, neovisno o pripadajuc´oj visini tona. Pri-
mijetimo da ove oznake za note u pozadini koriste pojam klase ekvivalencije. Ovdje
navodimo da su dvije note ekvivalentne ako imaju isto trajanje, tako da se trajanje
note odnosi na klasu ekvivalencije svih nota koje imaju odredeno trajanje. Na pri-
20
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mjer, polovinka je oznaka za klasu ekvivalencije svih polovinki, bez obzira na visinu
pripadnog tona. Visinu tona pripadne note diktira okomita pozicija glave note u
notnom crtovlju. Trajanje note diktira nekoliko detalja o kojima c´emo pojedinacˇno
razgovarati. To su:
1. Ispunjenost unutrasˇnjosti glave nota.
2. Prisutnost ili odsutnost vrata na noti i broj zastavica na vratu ili poprecˇnih
notnih spojeva spojenih s drugim notama. Npr. osminka, puna nota s vratom i
zastavicom ili poprecˇnim notnim spojem spojena s drugim notama traje dvos-
truko krac´e od cˇetvrtinke. Tim slijedom josˇ krac´e note oznacˇavaju se s viˇse
zastavica ili paralelnih notnih spojeva.
3. Broj tocˇaka koje slijede nakon note. Kad je s desne strane note napisana tocˇka,
ona produljuje trajanje note za pola njene vrijednosti.
4. Oznaka ritmicˇkih grupa nota.
Glava, vrat, zastavice na vratu i poprecˇni notni spojevi
Cijela nota i polovinka piˇsu se u notnom crtovlju s neispunjenom glavom, odnosno
kao tzv. prazna nota. Za n ≥ 2, nota cˇiji je omjer trajanja u odnosu na trajanje
cijele note jednak 1
2n
zapisana je s ispunjenom glavom, zovemo je puna nota. Sve
note cˇiji je omjer trajanja u odnosu na trajanje cijele note jednak 1
2n
, osim cijele note
(tj. slucˇaj n = 0), imaju vrat, koji se protezˇe prema gore s desne strane glave ili
prema dolje s lijeve strane glave note. Za n ≥ 3, na vratu note cˇiji je omjer trajanja
u odnosu na trajanje cijele note jednak 1
2n
nalazi se n − 2 zastavice. Tako osminka
(n = 3) ima jednu zastavicu, sˇesnaestinka (n = 4) ima dvije zastavice, itd.
Slika 2.1: Vrat, glava i zastavica note
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Slika 2.2: Cijela nota - njeno trajanje odredeno je glazbenim metrom
Slika 2.3: Polovinka - traje upola krac´e od cijele note, tj. dvije polovinke traju
zajedno kao jedna cijela nota
Slika 2.4: Cˇetvrtinka - dvije cˇetvrtinke traju zajedno kao jedna polovinka, a cˇetiri
cˇetvrtinke traju kao jedna cijela nota
Slika 2.5: Osminka - dvije osminke traju kao jedna cˇetvrtinka
Slika 2.6: Sˇesnaestinka - dvije sˇesnaestinke traju kao jedna osminka
U susjednim notama mogu se zamijeniti poprecˇni notni spojevi koji povezuju
vratove nota sa zastavicama.
Slika 2.7: Razlicˇiti zapisi istih nota
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Istovremeno zvucˇanje najmanje tri tona razlicˇite visine (akord), poredanih prema
odredenim pravilima oznacˇeno je u notnom crtovlju s dviju ili viˇse nota koje dijele
zajednicˇki vrat:
Slika 2.8: Zapis akorda u notnom crtovlju
Pauze
Pauze su znakovi kojima oznacˇavamo privremeni prekid izvodenja skladbe. Zapravo,
mozˇda bi bilo bolje rec´i da su one zvukovi tiˇsine jer i pauze cˇine skladbu. Znakovi za
stanke odreduju duzˇinu prekida, a dijele se po vremenskom trajanju kao istoimene
note:
Slika 2.9: Pauze
Tocˇka
Tocˇka uz notu ili pauzu produzˇuje njezino trajanje za pola svog izvornog trajanja ili,
ekvivalentno, mnozˇi izvorno trajanje sa 3
2
. Stoga je trajanje sˇesnaestinke s tocˇkom
u otkucajima (josˇ uvijek pretpostavljajuc´i za trenutak da cijela nota dobiva cˇetiri
otkucaja) dano kao 1
4
+ 1
4
· 1
2
= 1
4
· (1
4
+ 1
2
) = 1
4
· 3
2
= 3
8
. Druga tocˇka uz notu zahtijeva
dodatno trajanje od jedne cˇetvrtine izvornog trajanja (uz trajanje izazvano prvom
tocˇkom), tako da u gornjoj situaciji sˇesnaestinka s dvije tocˇke traje 1
4
· (1 + 1
2
+ 1
4
) =
1
4
· 7
4
= 7
16
.
POGLAVLJE 2. HORIZONTALNA STRUKTURA 24
Ako oznacˇimo s d trajanje note, a trajanje note s m tocˇaka dm, tada je
dm = d ·
(
1 +
1
2
+
1
22
+ ...+
1
2m
)
=
m∑
i=0
(
1
2
)i
= d ·

1−
(
1
2
)m+1
1− 1
2
 = d ·
[
2 ·
(
1−
(
1
2
)m+1)]
= d ·
[
2−
(
1
2
)m]
= d ·
[
1 +
2m − 1
2m
]
.
U prethodnom izvodu koristili smo formulu za sumu prvih m cˇlanova geometrijskog
niza:
m−1∑
i=0
ri = 1 + r + r2 + · · ·+ rm−1 = 1− r
m
1− r ,
za m ∈ N i r ∈ R, r 6= 1.
Iz formule
dm = d ·
[
2−
(
1
2
)m]
(2.1)
mozˇemo lako zakljucˇiti da s povec´avanjem broja m trajanje note s m tocˇaka tezˇi u
2d, odnosno
lim
m→∞
dm = lim
m→∞
d ·
[
2−
(
1
2
)m]
= 2d.
Primjer 2.1. Izracˇunajmo trajanje sˇesnaestinke s trostrukom tocˇkom ako cijela nota
ima 2 otkucaja, to jest u mjeri 2/2. Trajanje sˇesnaestinke, bez tocˇke, racˇunamo kao
sˇesnaestinu trajanja cijele note:
d =
1
16
· 2 = 1
8
.
Sada za m = 3 iz (2.1) dobivamo
d3 =
1
8
·
[
2−
(
1
2
)3]
=
1
8
·
(
2− 1
8
)
=
1
8
· 15
8
=
15
64
.
Dakle, trajanje sˇesnaestinke s trostrukom tocˇkom je 15
64
otkucaja.
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Ritmicˇke grupe
Mozˇemo primijetiti da je glazbena notacija uvelike orijentirana oko prostog broja 2 i
njegovih potencija. Ne koristimo izraze kao sˇto su petinka ili devetinka. Kako bismo
podijelili notu cˇiji je omjer trajanja u odnosu na trajanje cijele note jednak
1
2n
na k
jednakih nota, gdje k nije potencija broja 2, formirat c´emo tzv. k - ritmicˇke grupe
na sljedec´i nacˇin.
Neka je r jedinstveni pozitivan cijeli broj takav da vrijedi 2r < k < 2r+1 i oznacˇimo
ritmicˇku grupu kao skupinu od k nota cˇiji je omjer trajanja u odnosu na trajanje cijele
note jednak
1
2n+r
za cijeli broj k. Na primjer, pretpostavimo da zˇelimo podijeliti
cˇetvrtinku (nota za koju vrijedi da je omjer njezina trajanja i trajanja cijele note
jednak
1
22
) na 3 jednaka dijela. Na taj nacˇin dobivamo tzv. triolu. Ovdje je n = 2, a
buduc´i da imamo 21 < 3 < 22, slijedi da je r = 1. Mozˇemo napisati i slijed od 3 note
za koje vrijedi da je omjer njihovih trajanja i trajanja cijele note jednak
1
22+1
=
1
8
,
odnosno 3 osminke, tvorec´i osminsku triolu. Ako, umjesto toga, zˇelimo podijeliti
cˇetvrtinku na 5 nota jednakog trajanja, tada iz 22 < 5 < 23 slijedi da je r = 2 i
piˇsemo slijed od 5 nota za koje vrijedi da je omjer njihovih trajanja i trajanja cijele
note jednak
1
22+2
=
1
16
, odnosno slijed od 5 sˇesnaestinki. Taj slijed od 5 nota zovemo
sˇesnaestinska kvintola.
Ligatura i legato
Note povezujemo pomoc´u ligature ili legata. Ligatura je luk koji spaja note istih visina
te se tako spojene note izvode kao jedna cjelina bez prekida, smatramo je jednom
notom cˇija je vrijednost zbroj trajanja dviju vezanih nota. Dakle, dvije cˇetvrtinke
spojene ligaturom izvode se kao jedna polovinka. Dakle, ako cijela nota dobiva cˇetiri
otkucaja, onda vezanje cˇetvrtinke, cˇije trajanje iznosi 1, i sˇesnaestinke s tocˇkom, cˇije
trajanje iznosi 1
4
· (1 + 1
2
) = 3
8
, daje trajanje od 11
8
otkucaja.
Slika 2.10: Ligatura
Usko povezan je i legato, koji izgleda kao ligatura, ali povezuje note razlicˇitih
visina. Ne utjecˇe na trajanje note vec´ na nacˇin izvodenja. Note povezane legatom
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izvode se povezano, odnosno bez prekida.
Slika 2.11: Legato
Glazbeni metar. Mjera
Glazbeno se djelo obicˇno dijeli na skupine od n otkucaja, za neki cijeli broj n ≥ 1.
Takve se skupine nazivaju mjere ili taktovi. Glazbeni metar neke skladbe definiran je
kao n otkucaja po taktu gdje je odredenoj noti pridruzˇeno trajanje jednog otkucaja.
Ovi parametri su definirani zadanom mjerom u skladbi, koja se postavlja odmah
iza simbola kljucˇa. Mjera se sastoji od dva cijela broja n/r gdje je n ∈ Z+, a r je
potencija broja 2. Znacˇenje brojeva n i r je sljedec´e:
• Opc´enito: Prvi broj n odreduje broj otkucaja u taktu, a drugi broj r = 2m
oznacˇava da nota za koju vrijedi da je omjer njezina trajanja i trajanja cijele
note jednak 1
2m
traje jedan otkucaj. Dakle, mjera 2/4 oznacˇava 2 otkucaja u
taktu, gdje jedan otkucaj oznacˇava trajanje cˇetvrtinke.
• Specijalan slucˇaj: U situaciji u kojoj 3|n i n > 3 obicˇno se metar interpretira
kao slozˇena mjera, sˇto znacˇi da se broj otkucaja u taktu uzima kao n
3
umjesto
n; tako tri note za koje vrijedi da je omjer njihova trajanja i trajanja cijele note
jednak 1
2m
traju jedan otkucaj (gdje je takoder r = 2m). To znacˇi da je jedan
otkucaj pridruzˇen trajanju note za koju vrijedi da je omjer njezina trajanja i
trajanja cijele note jednak 1
2m−1 , s tocˇkom. Tako mjera 6/8 ima
6
3
= 2 otkucaja
po taktu i jedan otkucaj je pridruzˇen trajanju triju osminki, ili cˇetvrtinki s
tocˇkom.
2.2 Ritam
Ritam je sastavni dio glazbenog izrazˇavanja. Predstavlja “vremensku organizaciju”
u glazbi, a nastaje notama koje su razlicˇitog trajanja i naglasˇenosti. Sastavni dio
ritma cˇine i pauze, odnosno stanke. Ukupnost ponavljanja ritmicˇkih elemenata (nota
i pauza) odreden je pravilima ritmicˇke mjere. Razmotrimo sljedec´e primjere:
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Slika 2.12: Primjeri ritma
Svirajuc´i ovo u tempu primjec´uje se da odredena kolicˇina glazbenog zadovoljstva
proizlazi iz umjetnicˇke varijacije nacˇina na koje su taktovi ispunjeni notama koje
traju. Ritmovi mogu biti izravni ili suptilni. Jazz cˇesto izbjegava ono sˇto je ocˇito
privremenim zamagljivanjem glazbenog metra pomoc´u slozˇenih sekvenci (ponavlja-
nje jednog motiva). Ponekad se podrazumijevaju odredeni tipovi ritmova koji nisu
zapisani, a dobar primjer je ritam swinga. U skladbi u kojoj je slijed nota koji se sas-
toji od triole s povezanim prvim dvjema notama prevladavajuc´i, zapis triole postaje
glomazan i cˇesto se potiskuje. Ta triola je jednostavno oznacˇena s dvije osminke. To
je obicˇno oznacˇeno rijecˇima ”ritam ljuljacˇke” ili oznakom kao sˇto je:
Slika 2.13: Ritam ljuljacˇke
Naravno, taj se ritam mozˇe precizno oznacˇiti koriˇstenjem jedne od slozˇenih mjera
oblika 3/8 zapisujuc´i gore navedenu triolu kao cˇetvrtinku nakon cˇega slijedi osminka.
Ovo je i primjer ritma cˇije je glavno obiljezˇje naglasˇavanje tona u nenaglasˇenom dijelu
takta ili dobe, a poznato je i pod nazivom sinkopa.
Melodija
Melodija je niz nota (pojedinacˇne visine s propisanim trajanjem) koje su najistaknu-
tije u glazbenoj kompoziciji i sluzˇe za definiranje i karakterizaciju djela. Melodija je
niz nota u pjesmi koju pjeva solo pjevacˇ, dok se druge note reproduciraju u pratnji. U
simfoniji melodiju cˇesto, ali ne uvijek, svira najviˇsi instrument, najcˇesˇc´e prva violina.
Treba naglasiti da se melodija definira i cˇini prepoznatljivom ne samo svojim slije-
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dom tonova, nego i ritmom. To je prikazano silaznom skalom u jonskom (glavnom)
modusu (nacˇinu):
Slika 2.14: Jonski modus
koja sama po sebi ne stvara nikakvu posebnu pjesmu. Medutim, isti niz tonova
napisan u nekom ritmu:
Slika 2.15: Joy to the world
odmah je prepoznat kao pjesma Joy To The World.
2.3 Ponavljanje uzorka
Jedan od nacˇina na koji glazba postizˇe koheziju jest ponavljanje odredenih melodij-
skih obrazaca, cˇesto s varijacijama i uljepsˇavanjem. To mozˇe znacˇiti ponavljanje glav-
nog dijela skladbe ili, viˇse “lokalno”, suprotstavljanje kratkih melodija iz odredenih
dijelova skladbe. U nastavku prolazimo kroz lokalne tipove ponavljanja koji odgova-
raju matematicˇkom konceptu geometrijskih transformacija.
Translacija
Jednostavan primjer takve transformacije je horizontalni pomak, odnosno translacija,
do koje dolazi kada graf funkcije y = f(x) zamijenimo s y = f(x− c) (vidi poglavlje
(1.2)). To se cˇesto pojavljuje u glazbi kao ponavljanje (horizontalna translacija)
slijeda tonova ili ritmicˇkog uzorka. Evo primjera koji ilustrira ritmicˇku translaciju:
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Slika 2.16: Ritmicˇka translacija
Vidimo da se ritam prvih dvaju stupaca ponavlja dva puta, dok se redoslijed
tonova mijenja. Primjer melodijske (kao i ritmicˇke) translacije nalazi se u duhovnoj
pjesmi When The Saints Go Marching In,
Slika 2.17: When The Saints Go Marching In
gdje se melodijski slijed F-A-B-C pojavljuje uzastopno tri puta.
Transpozicija
Slika 2.18: Strike Up The Band
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Kada se ponavljajuc´i uzorak predstavlja melodijski, moguc´e je primijeniti i vertikalni
pomak ili transpoziciju, analogno translaciji u smjeru osi y, odnosno zamjeni grafa
y = f(x) s grafom y = f(x) + c. Takva zamjena mozˇe ponoviti melodijski dio,
prenosec´i svaku notu prema gore ili prema dolje fiksnim kromatskim intervalom, kao
u prvih sˇesnaest taktova pjesme Strike Up The Band, gdje se u drugih osam taktova
ponavlja melodija prvih osam taktova, pomaknutih vertikalno prema gore za kvartu.
Ovaj tip transpozicije, koji je gore naveden, naziva se kromatska transpozicija. Va-
rijantni oblik transpozicije, nazvan dijatonska transpozicija, nastaje kada se dijaton-
ska melodija pomakne gore ili dolje za isti broj tonova dijatonske ljestvice, stvarajuc´i
melodiju koja ima isti opc´i oblik, ali s kromatskim intervalima koji nisu savrsˇeno
ocˇuvani zbog razlika u intervalu izmedu susjednih dijatonskih nota. To se dogada u
pjesmi O Christmas Tree na nacˇin da je drugi oznacˇeni slijed u nastavku dobiven
iz prvog oznacˇenog slijeda tako da je melodija pomaknuta prema dolje za jedan ton
dijatonske ljestvice.
Slika 2.19: O Christmas Tree
Retrogradni pomak
Josˇ jedan oblik transformacije u glazbi je retrogradni pomak, koji je analogan mate-
maticˇkom pojmu horizontalne simetrije. Takvu simetriju dobivamo kada zamijenimo
graf y = f(x) s grafom y = −f(x), zrcalec´i graf funkcije oko osi y. U glazbi, ”re-
trogradni pomak” znacˇi ”preokretanje redoslijeda nota”, tako da dobivena sekvenca
(ponovljeni dio) oblikuje odraz pocˇetnog.
U sljedec´em isjecˇku iz pjesme Raindrops Keep Falling On My Head vidljiva je
simetrija melodije oko note oznacˇene s ∧ :
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Slika 2.20: Raindrops Keep Falling On My Head
2.4 Euklidski ritmovi
Euklidov algoritam koristi se za odredivanje najvec´eg zajednicˇkog djelitelja dvaju
prirodnih brojeva. Pokazat c´emo da se struktura Euklidovog algoritma mozˇe zapaziti
u nekim tradicionalnim ritmovima, posebice onima iz africˇke kulture. Nadalje, ista
se struktura mozˇe koristi za stvaranje novih raznovrsnih ritmova koji se nazivaju
euklidski ritmovi.
Prisjetimo se najprije Euklidovog algoritma za prirodne brojeve a i b kojeg dobi-
vamo uzastopnom primjenom Teorema o dijeljenju s ostatkom:
a = bq1 + r1, 0 < r1 < b,
b = r1q2 + r2, 0 < r2 < r1,
r1 = r2q3 + r3, 0 < r3 < r2,
...
rj−2 = rj−1qj + rj, 0 < rj < rj−1,
rj−1 = rjqj+1.
(2.2)
Brojevi q1, . . . , qj+1 nazivaju se kolicˇnici ili kvocijenti, a r1, . . . , rj ostatci. Posljednji
nenegativan ostatk rj je najvec´i zajednicˇki djelitelj brojeva a i b, tj. gcd(a, b) = rj.
U slucˇaju kada b dijeli a, algoritam se sastoji od samo jednog koraka. Na primjer,
za a = 16, b = 4, imamo
16 = 4 · 4.
Za razliku od prethodnog, za a = 12 i b = 5 algoritam (2.2) glasi
12 = 5 · 2 + 2,
5 = 2 · 2 + 1,
2 = 1 · 2.
(2.3)
Razmotrimo sada sljedec´i problem. Pretpostavimo da imamo binarni niz od n
bita, od kojih je k jedinica, a ostatak, su naravno, nule. Zˇelimo k jedinica ravnomjerno
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rasporediti medu n−k nula. Ako k dijeli n, tada je rjesˇenje jednostavno. Na primjer,
za n = 16 i k = 4 dobivamo slijed:
[1000100010001000].
Problem postaje zanimljiviji kada su n i k relativno prosti, tj. kada je jedini zajednicˇki
djelitelj brojeva n i k broj 1. Pretpostavimo da imamo n = 12 i k = 5. Kako vrijedi
12− 5 = 7, pocˇinjemo stvaranjem niza s 5 jedinica i 7 nula:
[111110000000].
Ovaj slijed mozˇemo zapisati i kao 12 sekvenci od kojih svaka ima jedan bit:
[[1][1][1][1][1]︸ ︷︷ ︸
5
[0][0][0][0][0][0][0]︸ ︷︷ ︸
7
].
Rasporedimo nule tako da dobijemo pet sekvenci od po dva bita i dvije sekvence
sastavljene od jednog bita:
[[10][10][10][10][10]︸ ︷︷ ︸
5
[0][0]︸︷︷︸
2
].
Tada c´emo raspodijeliti preostale nule na isti nacˇin, tako da dobijemo:
[[100][100]︸ ︷︷ ︸
2
[10][10][10]︸ ︷︷ ︸
3
].
Sada distribuiramo sekvencu [10], sˇto dovodi do:
[[10010][10010]︸ ︷︷ ︸
2
[10]︸︷︷︸
1
].
Proces se zavrsˇava kada je ostatak (sekvence s najmanjim brojem bitova) tocˇno jedan,
ili nemamo viˇse nula za distribuciju. Zatim spojimo rezultat i dobivamo:
[100101001010]︸ ︷︷ ︸
1
.
Ovaj opisani postupak naziva se Bjorklundov algoritam. Uocˇimo da Bjorklundov
algoritam ima istu strukturu kao Euklidov algoritam (2.2) ako umjesto dijeljenja
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koristimo oduzimanje. Zaista, tada umjesto (2.3) imamo
12− 5 = 7, (inicijalizacija)
7− 5 = 2,
5− 2 = 3,
3− 2 = 1, (stop)
(2− 1 = 1,
1− 1 = 0).
Lako vidimo da umanjitelj i razlika iz prethodnog niza jednakosti (osim zadnje dvije)
upravo odgovaraju broju svakog od dva tipa razlicˇitih sekvenci u svakom koraku Bjor-
klundovog algoritma. Broj koraka se podudara s brojem koraka u (2.3).
Niz dobiven Bjorklundovim algoritmom oznacˇit c´emo s E(k, n), gdje je k broj
jedinica, a n ukupan broj bitova (tj. duljina niza) te nazivati euklidski ritam.
Sada c´emo objasniti kako c´emo nizove nula i jednica dobivenih Bjorklundovim
algoritmom protumacˇiti kao ritam. Najprije c´emo podrazumijevati da se svaki bit
razmatra kao jedna jedinica vremena. Bit 0 predstavlja tiˇsinu (ili nenaglasˇenu notu)
dok bit 1 predstavlja pocˇetak note. Na slici 2.21 prikazan je ritam E(5, 12) =
[100101001010], a na slici 2.22 ritam E(7, 16) = [1001010100101010] u standard-
noj notaciji u notnom crtovlju te u razlicˇitim mjerama. (Bitno je samo da je glazbeni
metar, odnosno broj otkucaja po taktu, djelitelj broja duljine niza n).
Slika 2.21: Ritam E(5, 12) zapisan u notnom crtovlju
Slika 2.22: Ritam E(7, 16) zapisan u notnom crtovlju
Nula-jedan notacija nije idealna za predstavljanje binarnih ritmova jer je tesˇko
vizualizirati mjesto pocˇetka kao i trajanje intervala izmedu pocˇetaka. U literaturi o
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muzikologiji uobicˇajeno je koristiti oznaku “x” za bit 1 i “ . ” za nulu. U ovoj notaciji
euklidski ritam
E(5, 13) = [1001010010100]
se zapisuje kao
E(5, 13) = [x..x.x..x.x..].
Ritam E(5, 13) je ciklicˇki ritam s vremenskim rasponom (mjerom) od 13 vremenskih
jedinica. Ovo nije uobicˇajena mjera u standardnoj glazbi.
Razmotrimo euklidski ritam niza [11100000]:
E(3, 8) = [10010010] = [x..x..x.].
Ovaj ritam je ilustriran kao poligon (trokut) na slici 2.23 (a), kao josˇ jedan koristan i
uobicˇajeni nacˇin predstavljanja ciklicˇkih ritmova, gdje se pretpostavlja da ritam krec´e
na mjestu oznacˇenom s ”0”, vrijeme tecˇe u smjeru kazaljke na satu, i brojevi nad
stranicama trokuta oznacˇavaju trajanje intervala izmedu pocˇetaka nota. Euklidski
ritam E(3, 8) prikazan na slici 2.23 (a) je jedan od najpoznatijih ritmova na svijetu.
Na Kubi nosi ime tresillo, a u SAD-u se cˇesto naziva Habanera ritam koriˇsten u
stotinama rockabilly pjesama tijekom 1950-ih.
U dva prethodna primjera (E(5, 13) i E(3, 8)) broj jedinica manji je od broja nula.
Ako je umjesto toga broj jedinica vec´i od broja nula, Bjorklundov algoritam donosi
sljedec´e korake s, na primjer k = 5 i n = 8:
[11111000],
[10][10][10][1][1],
[101][101][10],
[10110110].
Dobiveni euklidski ritam je
E(5, 8) = [x.xx.xx.].
Ovaj ritam je prikazan kao poligon (peterokut) na slici 2.23 (b). To je josˇ jedan poz-
nati ritam na svjetskoj sceni. Na Kubi taj ritam skriva se pod imenom cinquillo i usko
je povezan s tresillom. Cinquillo uzorak se takoder nasˇiroko koristi u zapadnoafricˇkoj
tradicionalnoj glazbi.
U nekim slucˇajevima euklidski ritam je rotirana verzija uobicˇajenog ritma. Ako
je ritam rotirana verzija nekog drugog ritma, kazˇemo da oba ritma pripadaju istoj
ogrlici. Primjer dvaju ritmova koji pripadaju istoj ogrlici prikazani su na slici 2.24.
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Slika 2.23: (a) Euklidski ritam E(3, 8) je kubanski tresillo, (b) Euklidski ritam E(5, 8)
je kubanski cinquillo
Slika 2.24: Euklidski ritmovi koji pripadaju istoj ogrlici
Poznatiji euklidski ritmovi:
E(2, 3) = [x.x] je uobicˇajeni afrokubanski uzorak bubnja.
E(2, 5) = [x.x..] je perzijski ritam iz 13. stoljec´a nazvan Khafif-e-ramal.
E(3, 7) = [x.x.x..] je Ruchenitza ritam koriˇsten u bugarskom folklornom plesu.
E(3, 8) = [x..x..x.] je kubanski tresillo uzorak o kojem smo raspravljali u prethodnom
poglavlju.
E(5, 9) = [x.x.x.x.x] je popularni arapski ritam nazvan Agsag-Samai.
E(7, 16) = [x..x.x.x..x.x.x.] je Samba ritam ogrlica iz Brazila.
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E(9, 16) = [x.xx.x.x.xx.x.x.] je ritmicˇka ogrlica koja se koristi u Srednjoafricˇkoj Re-
publici.
Postoje mnogi generatori ritma koji, izmeduostalog, nude euklidske ritmove.
Poglavlje 3
Vertikalna struktura
3.1 Glazbeni val
Glazbu mozˇemo analizirati i kao mehanicˇki val s frekvencijom u rasponu od 16 Hz
do 20 kHz, to jest u rasponu u kojem ga cˇuje ljudsko uho. Zvuk nastaje iz izvora i
prenosi se s jedne na drugu susjednu cˇesticu tako sˇto u neposrednoj okolini uzrokuje
promjenu tlaka. Te promjene su periodicˇne i sˇire se u obliku longitudinalnih valova
u plinovima i tekuc´inama, odnosno transverzalnih valova u krutim tvarima. Bez
sredstva energija se ne bi mogla na ovaj nacˇin sˇiriti. Stoga se zvuk ne mozˇe sˇiriti kroz
vakuum.
Filozofska razlika izmedu tona, sˇuma i buke mozˇe biti pomalo nejasna, ali znans-
tveno, postoji dobro definirana razlika s obzirom na pravilnost titranja. Ton je zvuk
koji se sastoji od harmonicˇkih titraja, odnosno oscilacije titranja su konstantne. Sˇum
i buka sastoje od titraja razlicˇitih frekvencija i amplituda pa u toj mjesˇavini uho
ne opazˇa neku speficˇnu frekvenciju. Dobar primjer za to je ljudski glas. Ako reci-
tiramo rijecˇi, na primjer neke pjesme, u svom normalnom govornom glasu, zvukovi
koje stvaraju nasˇe glasnice sastoje se od viˇse frekvencija. Medutim, ako iste rijecˇi
artikuliramo, s tocˇnom jednom frekvencijom za svaki slog, tada pjevamo, tj. tada
ljudski glas postaje glazbeni instrument. Glasnice titraju vrlo slicˇno titranju zˇicama,
na primjer, gitare.
Vec´ smo spomenuli da ton s vec´om frekvencijom dozˇivljavamo kao viˇsi, a s manjom
kao nizˇi. Nadalje, spomenuli smo da ako se tonovima frekvencije odnose 1 : 2 onda ih
cˇujemo kao oktave. Zˇica koja je ucˇvrsˇc´ena na krajevima i vibrira stvara tzv. osnovni
ton. Veza izmedu frekvencije tona f i duljine zˇice l je
f =
v
2l
,
gdje je v brzina zvuka (koji u zraku i temperaturi od 20◦ C iznosi 343 m/s). Od-
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nosno, frekvencija i duljina zˇice su obrnuto proporcionalni. Stoga, ako zˇelimo da je
frekvencija tona dva puta vec´a, zˇicu moramo skratiti na pola.
Harmonijsko titranje u vremenu opisuje se funkcijom sinus, odnosno
x(t) = A · sin
(
2pi
T
t
)
,
gdje je A amplituda vala a 1/T frekvencija. Sˇto je amplituda vala vec´a to percipiramo
kao glasniji ton.
Amplituda ili glasnoc´a zvuka mjeri se u decibelima (dB). Ljudske usˇi pocˇinju
dozˇivljavati zvuk na razini od oko 5 dB. To se naziva prag sluha. Na oko 130 dB razina
amplitude zvuka je zapravo dovoljno visoka da preoptereti nasˇa ljudska ogranicˇenja
i, zapravo, povrijedi nasˇe usˇi; to je poznato kao prag boli.
Kada bismo graficˇki prikazali val jedne savrsˇene glazbene note specificˇne frekven-
cije u koordinatnom sustavu, s frekvencijom na osi x, a amplitudom na osi y, rezultat
bi izgledao kao na slici 3.1. Taj val koji se u vremenu dizˇe i pada sinusoidalno naziva
se, jednostavno, sinusni val. Sinusni val je najsavrsˇenija vrsta zvucˇnog vala, i obicˇno
postoji samo u laboratoriju, ili u zvucˇnom valu koji proizvodi viljusˇka za ugadanje.
Zapravo, kada viljusˇka za ugadanje vibrira, gibanje zubaca je sinusoidalno. Jednosta-
van eksperiment prikazan na slici 3.2 to pokazuje. Jedan zubac viljusˇke ima svjetlosnu
iglu kao sˇto je prikazano. Staklena plocˇa je oblozˇena slojem cˇade ili drugog materijala
koji c´e dati finu liniju kada se vrh igle povucˇe preko nje. Tada se viljusˇka podesi na
vibracije i vibrirajuc´i igla se povlacˇi preko plocˇe pomicanjem vilice u smjeru strelice.
Igla zatim ucrtava liniju u premaz, odnosno graf svoje vibracije, za koju se utvrdi da
ima oblik sinusoidalnog vala.
Slika 3.1: Sinusni val
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Slika 3.2: Viljusˇka crta graf svoje vibracije
Vec´ina akusticˇki proizvedenih zvucˇnih valova nisu savrsˇeni sinusni valovi zbog
harmonije i drugih cˇimbenika. Takoder, stvarni oblik vala mozˇe se promijeniti elek-
tronicˇki, kao u slucˇaju sintisajzera i drugih elektronicˇkih glazbenih instrumenata.
3.2 Modularna aritmetika u glazbi
Intervali
U odsjecˇku 1.3 govorili smo o modularnoj aritmetici s matematicˇkog stajaliˇsta. No,
taj pojam mozˇe se lako priblizˇiti i svakom matematicˇkom laiku. Naime, modularnu
aritmetiku josˇ nazivamo i aritmetika sata. Ako zamislimo sat numeriran brojevima
od 0 do 11, gdje je 0 u polozˇaju koji oznacˇava 12 sati, lako mozˇemo objasniti princip
modularne aritmetike. Naime, ako sat pokazuje, na primjer, 10 sati, jasno nam je
da c´e nakon 5 sati pokazivati 3 sata. To zapisujemo kao 10 +12 5 = 3. Zbrajati
modulo, u nasˇem slucˇaju, 12 znacˇi “koracˇati” brojcˇanikom sata u smjeru kazaljke na
satu. Oduzimanje modulo m je kretanje po satu u suprotnom smjeru kazaljke na
satu. Mnozˇenje modulo m mozˇemo shvatiti kao skrac´eno zbrajanje modulo m.
No, modularna aritmetika modulo 12 nije samo zanimljiva zbog snalazˇenja u
vremenu, vec´ i za glazbu. Vec´ smo spominjali da nasˇ sluh prirodno cˇuje oktavu,
tj. tonove cˇija je razlika 12 polutonova. Zato je bitno izucˇiti odnose izmedu 12
tonova koji su sadrzˇani u oktavi, odnosno 12 tipki na klaviru. U tom smislu, nasˇe
ljudske usˇi su stvorene za aritmetiku modulo 12. Pretpostavimo da tonovima, bilo
koje oktave, pridruzˇimo sljedec´e numericˇke vrijednosti:
C 7→ 0, C] = D[ 7→ 1, D 7→ 2, D] = E[ 7→ 3, E 7→ 4, F 7→ 5,
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F ] = G[ 7→ 6, G 7→ 7, G] = A[ 7→ 8, A 7→ 9, A] = B 7→ 10, H 7→ 11.
Ovim smo ustanovili preslikavanje izmedu jedne oktave i prstena
Z12 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}.
Oznacˇimo ga s f : {C,Cis,D,Dis, E, F, F is,G,Gis, A,Ais,H} → Z12. Na primjer,
C-dur ljestvicu zapisujemo kao
{C,D,E, F,G,A,H} = {0, 2, 4, 5, 7, 9, 11}.
Sada c´emo definirati funkcije koje su u vezi s glazbenim intervalima.
Definicija 3.1. Neka je n ∈ Z12. Funkcija
Tn : Z12 → Z12, Tn(x) = x+12 n
naziva se transpozicija za n.
Napominjemo da se u matematici funkcija Tn naziva translacija, no ovdje zˇelimo
istaknuti vezu s teorijom glazbe.
Funkcija Tn posluzˇit c´e nam u generiranju intervala pri cˇemu n odgovara velicˇini
intervala u polutonovima (v. tablicu 1.2). Ako, na primjer, zˇelimo odrediti cˇistu
kvintu od pocˇetnog tona A3 racˇunamo sljedec´e:
T7(9) = 9 +12 7 = 4.
Kako 4 odgovara noti E, trazˇena cˇista kvinta je A3-E4.
Obrat intervala se tvori tako sˇto se nizˇi ton prebaci za oktavu viˇse ili viˇsi ton za
oktavu nizˇe. Pretpostavimo da zˇelimo obrat intervala F4-Ais4, cˇista kvarta. Obrat
daje Ais4-F5 (ili Ais3-F4 - sˇto je isti interval samo za oktavu nizˇe), a to je cˇista kvinta.
U teoriji glazbe se ucˇi napamet pravilo da u obratu prima postaje oktava, sekunda
postaje septima, terca seksta, kvarta kvinta, kvinta kvarta, seksta terca, septima
sekunda, oktava prima. Nadalje, cˇisti intervali uvijek ostaju cˇisti, veliki intervali
postaju mali i obratno, te smanjeni postaju povec´ani i obratno. Matematicˇki je to
gotovo trivijalno. Na primjer, obrat velike terce, cˇija je velicˇina n = 4, je 12− n = 8,
a to je mala seksta.
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interval n 12− n obrat intervala
cˇ1 0 12 cˇ8
m2 1 11 v7
v2 2 10 m7
m3 3 9 v6
v3 4 8 m6
cˇ4 5 7 cˇ5
p4 (s5) 6 6 s5 (p4)
cˇ5 7 5 cˇ4
m6 8 4 v3
v6 9 3 m3
m7 10 2 v2
v7 11 1 m2
cˇ8 12 0 cˇ1
Tablica 3.1: Obrat intervala
Akordi
Akord u glazbi oznacˇava barem tri tona razlicˇite visine koji zvucˇe istodobno (ili se
mogu svirati i zasebno). Konkretno c´emo se pozabaviti s tzv. trozvucima ili kvin-
takordima. Kvintakord se sastoji od niza od tri note, prve dvije note cˇine tercu a
prva i trec´a kvintu. U glazbi se isticˇu cˇetiri kvintakorda koja prikazujemo u tablici
3.2. Najjednostavniji primjer durskog kvintakorda je {C,E,G} odnosno numericˇki
{0, 4, 7}. Glazbenici cˇesto transponiraju akorde, tj. spusˇtaju u nizˇi tonalitet ili dizˇu
u viˇsi tonalitet pocˇetni akord, a pri tome intervali ostaju ocˇuvani. Ocˇito je da c´e dje-
lovanje funkcije Tn na svaku od nota iz akorda ocˇuvati intervale. Ako transponiramo
akord {C,E,G} za malu tercu dobit c´emo
{T3(0), T3(4), T3(7)} = {3, 7, 10}
sˇto odgovara kvintakordu {Dis,G,Ais}.
Inverzija je josˇ jedan nacˇin stvaranja glazbene varijacije uz ocˇuvanje intervalnog
zvuka melodije, iako to ne cˇuva tocˇne intervale. Nju opisujemo sljedec´om funkcijom:
Definicija 3.2. Neka je n ∈ Z12. Funkcija
In : Z12 → Z12, In(x) = −x+12 n
naziva se inverzija za n, pri cˇemu je −x suprotni element od x u grupi Z12.
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kvintakord {x, y, z} interval {x, y} interval {x, z} oznaka formula
durski v3 cˇ5 d5/3 {x, T4(x), T7(x)}
molski m3 cˇ5 m5/3 {x, T3(x), T7(x)}
povec´ani v3 p5 p5/3 {x, T4(x), T8(x)}
smanjeni m3 s5 s5/3 {x, T3(x), T6(x)}
Tablica 3.2: Vrste kvintakorda
Akord {C,E,G} je dio glavne teme Haydnove simfonije iznenadenja. Prvi dio
glavne teme je 〈C,C,E,E,G,G,E, F, F,D,D,B,B,G〉 koji se mozˇe napisati
〈0, 0, 4, 4, 7, 7, 4, 5, 5, 2, 2, 11, 11, 7〉.
Te kutne (sˇiljaste) zagrade 〈〉 cˇesto koriste teoreticˇari glazbe kako bi naglasili da se
note dogadaju tim redoslijedom. mogli bismo invertirati segmente tonova za temu
Haydnove simfonije oko 0, iako Haydn to nije ucˇinio,
I0〈0, 0, 4, 4, 7, 7, 4, 5, 5, 2, 2, 11, 11, 7〉 = 〈0, 0, 8, 8, 5, 5, 8, 7, 7, 10, 10, 1, 1, 5〉.
Na slici 3.3 je primjer inverzije. Tema je
〈C,G, F,A,G, F,E,D,D,H,C〉
odnosno numericˇkim zapisom
〈0, 7, 5, 9, 7, 5, 4, 2, 2, 11, 0〉.
Slika 3.3: Primjer inverzije
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Ako primijenimo inverziju I7 na ovaj glazbeni odsjecˇak dobit c´emo
〈−0+7,−7+7,−5+7,−9+7,−7+7,−5+7,−4+7,−2+7,−2+7,−11+7,−0+7〉,
pri cˇemu smo s + oznacˇili zbrajanje modulo 12, tj.
〈7, 0, 2, 10, 0, 2, 3, 5, 5, 8, 7〉.
U notnom zapisu:
〈G,C,D,Ais, C,D,Dis, F, F,Gis,G〉.
Inverzija sa slike 3.3 glasi
〈G,C,D,H,C,D,E, F, F,A,G〉.
Podcrtane note ne uklapaju se u “nasˇu formulu”, no za to ima objasˇnjenje. Naime,
gornja kompozicija pisana je u C-duru (bez predznaka), a note Ais,Dis,Gis ne pri-
padaju tom tonalitetu. “Zaokruzˇivanjem” prema gore na najblizˇu notu iz C-dura
dobili smo upravo H,E,A.
3.3 Ljestvice
Durska ljestvica
Durska je ljestvica dijatonski niz od osam tonova, koji pocˇinje i zavrsˇava tonovima
istog imena razmaknutima za oktavu. Svaku dursku ljestvicu karakteriziraju poluto-
novi izmedu 3. i 4. te 7. i 8. stupnja dok su svi ostali stupnjevi medusobno razmak-
nuti za cijeli stupanj. Na primjer, C-dur ljestvica glasi {C,D,E, F,G,A,H,C}. U
prethodnom odjeljku smo notama pridruzˇili numericˇke vrijednosti u Z12, {0, 2, 4, 5, 7, 9,
11, 0}. Ukoliko zˇelimo izgraditi dur s pocˇetnim tonom D(2) potrebno je samo djelo-
vati funkcijom T2 na C-dur i dobit c´emo
{2, 4, 6, 7, 9, 11, 1, 2},
odnosno
{D,E, F is,G,A,H,Cis,D}.
Dakle, D-dur je karateriziran s dva poviˇsena tona, odnosno dvije povisilice Fis i
Cis. Postoji tocˇno 12 durskih ljestvica, koliko i razlicˇitih nota. Zanimljivo je da se
one grade uzastopnim dodavanjem kvinte ili kvarte. Transpozicija za kvintu odgo-
vara djelovanju funkcije T7, a za kvartu funkcije T5. Buduc´i da su 5 i 7 relativno
prosti brojevi s brojem 12, znacˇi da su oni generatori grupe Z12 pa c´emo uzastopnim
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zbrajanjem s 5 (ili 7) proc´i cˇitavim skupom nota. Kako je 5 +12 7 = 0, odnosno 5 i
7 su medusobno suprotni elementi u grupi Z12, onda niz koji dobijemo uzastopnim
dodavanjem broja 5 modulo 12, odgovara u suprotnom poretku nizu kojeg dobijemo
uzastopnim dodavanjem broja 7 modulo 12 kao u sljedec´oj tablici:
+5 → 0 5 10 3 8 1 6 11 4 9 2 7 0 ← +7
C F A] D] G] C] F ] H E A D G C
B E[ A[ D[ G[
||——————————————-||
kvartni krug
||—————————————–||
kvintni krug
Ljestvice pamtimo prema tzv. kvintnom, odnosno kvartnom krugu oznacˇenim u
gornjoj tablici. Na slici 3.4 vidimo prikazane ljestvice sa njihovim predznacima na
kruzˇnici. Kad transponiramo svaki od tonova ljestvice po kvintnom i kvartnom krugu
uocˇit c´emo i pravilnost u redanju predznaka. Uobicˇajeno je predznake u kvintnom
krugu oznacˇiti povisilicama, a u kvartnom krugu sa snizilicama.
],[
C-dur 0 2 4 5 7 9 11 0
G-dur 7 9 11 0 2 4 6 7 F ]
D-dur 2 4 6 7 9 11 1 2 F ],C]
A-dur 9 11 1 2 4 6 8 9 F ],C], G]
E-dur 4 6 8 9 11 1 3 4 F ],C], G], D]
H-dur 11 1 3 4 6 8 10 11 F ],C], G], D], A]
Fis-dur 6 8 10 11 1 3 5! 6 F ],C], G], D], A], E](F )
Ges-dur 6 8 10 11 1 3 5! 6 B, E[, A[, D[, G[, C[(H)
Des-dur 1 3 5 6 8 10 0 1 B, E[, A[, D[, G[
As-dur 8 10 0 1 3 5 7 8 B, E[, A[, D[
Es-dur 3 5 7 8 10 0 2 3 B, E[, A[
B-dur 10 0 2 3 5 7 9 10 B, E[
F -dur 5 7 9 10 0 2 4 5 B
C-dur 0 2 4 5 7 9 11 0
U prethodnoj tablici note koje su poviˇsene ili snizˇene su podcrtane.
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Slika 3.4: Kvintni krug
Pitagorejska ljestvica
U 13. stoljec´u francuska akademija Notre Dame proglasila je kako se do tocˇne ljes-
tvice mozˇe doc´i samo Pitagorinim savrsˇenim kvintama, cˇiji stalni omjer 3 : 2 nazivamo
”bozˇanski“, gdje 3 oznacˇava Sveto Trojstvo, a 2 predstavlja razne dualizme (neba i
zemlje, dobra i zla, itd.). Pretpostavit c´emo da je frekvencija tona C jedinicˇna,
odnosno fC = 1. Tada vrijedi da je velicˇina intervala jednaka omjeru njihovih frek-
vencija. Pitagorejska ljestvica, kao i svi tonovi dijatonske i kromatske ljestvice mogu
se dobiti jednostavnim matematicˇkim postupkom koji koristi sljedec´e pretpostavke:
frekvencije osnovnog tona i tona koji je za oktavu viˇsi odnose se 1 : 2. Dakle, ako
osnovni ton ima frekvenciju f , kvinta prema gore ima frekvenciju 3
2
f , a oktava prema
gore frekvenciju 2f . Tako se, na primjer, kvintu iznad tona C nalazi G cˇija je frek-
vencija fG =
3
2
, a kvintu iznad G, nalazi se d s frekvencijom fd = (
3
2
)2 no kako se
taj ton ne nalazi izmedu C i c snizimo ga za oktavu i dobivamo D s frekvencijom
fD =
1
2
· (3
2
)2 = 9
8
. Analogno dobivamo note E, F , A, H i c pripadnih frekvencija
fE =
81
64
, fF =
4
3
, fA =
27
16
, fH =
243
128
, fc = 2. Tako smo dobili sve ”
bijele tipke”
dijatonske ljestvice. Ako se spustimo od tona F josˇ za dvije kvinte te uz pomak za
oktavu viˇse dobivamo frekvenciju fB = 2
2(2
3
)2 = 16
9
note B te na taj nacˇin mozˇemo
ugoditi sve tonove kromatske ljestvice. Postupak koji smo opisali zove se Pitagorino
ugadanje.
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nota C C] D D] E F F ] G G] A A] H c
(D[) (E[) (G[) (A[) (B)
f 1
1
2178
2048
9
8
32
27
81
64
4
3
729
512
3
2
6561
4096
27
16
16
9
243
128
2
1
Tablica 3.3: Pitagorino ugadanje - kromatska ljestvica
Iako se Pitagorini intervali smatraju tzv. prirodnom intonacijom, probleme pred-
stavljaju razlicˇiti polutonovi koji zbog toga onemoguc´avaju vjernu transpoziciju (tj.
promjenu tonaliteta). Naime, ukoliko bi glazbalo bilo ugodeno po takvoj ljestvici,
promjena tonaliteta bi zahtjevala ponovo presˇtimavanje. To najbolje mozˇemo vidjeti
ako note dobivene Pitagorinim ugadanjem prikazˇemo u logaritamski izracˇunatim cen-
tilama (uz cjelobrojno zaokruzˇivanje):
nota C C] D D] E F F ] G G] A A] H c
(D[) (E[) (G[) (A[) (B)
cent 0 114 204 294 408 498 612 702 792 906 996 1110 1200
Tablica 3.4: Pitagorino ugadanje u centilama
Vrijednosti u centilama u tablici 3.4 dobivene su prema formuli
1200 · lnm/n
ln 2
,
gdje je m/n omjer frekvencija.
Iz tablice 3.4 vidimo da polutonovi poprimaju vrijednosti 114 cent (Pitagorin
apotom) ili 90 cent (Pitagorin dijatonski poluton). Cijeli ton mozˇe imati 204 cent ili
180 cent. Nadalje, jedan od nedostataka je i posljednja kvinta koju dobivamo ovakvim
ugadanjem {G], e[}. Ona ima 678 centi i ne zvucˇi dobro. Naziva se vucˇji interval jer
zvucˇi kao vucˇje zavijanje. Dakle, prirodna intonacija nije prakticˇna za transponiranje,
moduliranje i harmonizaciju. To se mozˇe ispraviti tzv. temperiranjem kojim se gubi
tocˇnost intervala, ali se omoguc´ava harmonizacija. Mnogi su predlagali jednoliku
ugodenu skalu, jedan od njih bio je francuski svec´enik i matematicˇar. Veliki Johann
Sebastian Bach je bio odusˇevljen time te je napisao djelo Dobro ugodeni glasovir
koje sadrzˇi 24 preludija i fuga, u svakom od razlicˇitih tonaliteta. Napomenimo da je
jednoliko ugadenje prihvac´eno kao standard tek u 20. stoljec´u.
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Fibonaccijev niz u ljestvici
Fibonaccijev niz je niz brojeva koji pocˇinje brojevima 0 i 1, a zbrajanjem prethodna
dva broja dobijemo svaki sljedec´i broj u nizu:
F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn–1 + Fn–2.
Tako nastaje Fibonaccijev niz: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21... Vrijedi sljedec´e:
• Oktava na klavijaturi sastoji se od 13 tipki. 8 je bijelih tipki, a 5 je crnih.
• Ljestvica se sastoji od 8 nota, od kojih 3. i 5. nota cˇine osnovu akorda baziranu
na cijelim tonovima, sˇto je 2 koraka od tonike, a tonika je 1. ton ljestvice.
• U ljestvici, dominanta je peta nota, koja je ujedno i osma nota od 13 nota koje
cˇine oktavu, a 13 : 8 je jednako 1.625 sˇto je priblizˇno jednako zlatnom rezu.
U prethodnim cˇinjenicama upravo smo vidjeli gdje se u ljestvici pojavljuju Fibonac-
cijevog brojevi: 1, 2, 3, 5, 8 i 13.
Slika 3.5: Brojevi Fibonaccijevog niza u ljestvici
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Sazˇetak
Glazba i matematika imaju vrlo bliski odnos koji se protezˇe tisuc´ama godina, do samih
pocˇetaka glazbe i civilizacije. Obicˇno se organiziraju u dvije odvojene kategorije, bez
ocˇiglednog preklapanja. Ljudi su dobri u matematici i znanosti, umjetnosti i glazbi,
kao da se ta dva elementa ne mogu logicˇno smjestiti zajedno. U radu vidimo u kojoj
su mjeri zapravo matematika i glazba povezani, te kako tu vezu upotrijebiti u nastavi
matematike. Ako bi jedna osoba rekla da je glazba skup matematicˇkih odnosa koji se
mogu objasniti algebarskim jednadzˇbama, a druga osoba da je glazba dar od Boga,
koji cˇovjecˇanstvo nikada nec´e u potpunosti shvatiti, obje ove osobe bi bile u pravu.
Summary
Music and math have a very close relationship that stretches back thousands of years,
to the very origins of music and civilization. They are usually organized into two
distinct categories, without obvious overlapping. People are good in math and science,
art and music, as if these two elements can not logically accommodate together. In
this paper we can see the extent to which mathematics and music are connected, and
how to use this relationship in math teaching. If one person were to say that music is
a set of mathematical relationships that can be explained with algebraic equations,
and another person were to say that music is a gift from God, that mankind will never
really totally comprehend, both of those individuals would be absolutely correct.
Zˇivotopis
Roden sam u Koprivnici 1995. godine. Pohadao sam OSˇ prof. Franje Viktora
Sˇignjara u Virju te sam od 3. razreda krenuo i u osnovnu glazbenu sˇkolu prvo u
Durdevcu, a zatim u Bjelovaru. Nakon toga upisao sam Gimnaziju Bjelovar, pri-
rodoslovno – matematicˇki smjer te srednju glazbenu sˇkolu Vatroslava Lisinskog u
Bjelovaru, smjer: gitara. Kroz osnovnu i srednju sˇkolu rasla je u meni ljubav prema
glazbi, a iako manjim intenzitetom rasla je i ljubav prema matematici. Nisam ni
slutio koliko su te moje cˇezˇnje zapravo spojive i da je veza izmedu matematike i
glazbe tako vidljiva. Ipak bez obzira na veliku ljubav prema glazbi svoje obrazo-
vanje nastavljam upisavsˇi Preddiplomski studij matematike, nastavnicˇki smjer 2014.
godine, a nakon toga i Diplomski studij matematike i informatike, nastavnicˇki smjer
2017. godine. Tijekom studija bio sam demonstrator iz Linearne algebre 1 te sam
po zavrsˇetku Diplomskog studija primio pohvalnicu Fakultetskog vijec´a za izuzetan
uspjeh u studiju.
